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Plan

* Compter les surfaces: une motivation en physique: ————= it s ot
4 . POUS
la théorie des cordes T LES NULS

* Introduction a la symétrie miroir @

- Compter les « cartes »

e planaires
 Autres topologies

- Compter les surfaces hyperboliques (courbure négative)

* la récurrence de Maryam Mirzakhani
- Compter les surfaces immergées
e les invariants de Gromov-Witten

- Récurrence topologique et symétrie miroir @
e du comptage des surfaces




’ @
une motivation : * flpearie ded corded

(en tres resumeé)

Physique classique: particule = o

 Les particules sont des points qui se déplacent o > 0
le long de trajectoires (lignes droites)

temps

Physique quantique:

* Probabiliste : probabilité compiexey d’un €tat final, sachant 1’€tat 1nitial

= « nombre » de trajectoires possibles o
° /\/-\./ °
o

Cordes classiques:

 Les particules sont des « cordes » qui se déplacent
le long de trajectoires (surfaces) ~_

Cordes quantiques: L— —\

* Probabiliste : lo1 de probabilité sur les surfaces, sachant les bords

= « nombre » de surfaces possibles _ — <

—\___/\ —\‘—/\

|:(>[ Nécessité de « compter » (mesurer) des ensembles de surfaces ] -




Smétric Minoé

Notion de symeétrie Miroir en théorie des cordes:
[Candelas, de la Ossa, Green, Parkes (1991)]
« A pair of Calabi-Yau manifolds as an exactly soluble superconformal theory »

Notion de symétrie Miroir en mathématiques: [Kontsevich (1994)]

©depositphotos

* A-side : . B-side

- Géometrie énumérative ® B-side :

- Compter les configurations (surfaces) _ o

- Compter = mesure (probabilité) —’ — - Geometrie algébrique

- Géometrie aléatoire
- Mesure sur un espace de surfaces

Analyse complexe

Périodes

- Compter les « cartes »
* Planaires
* Genre g

Résidus

- Compter les surfaces hyperboliques
Maryam Mirzakhani’s recursion

- Compter les immersions de surfaces
dans un espace cible

invariants de Gromov-Witten
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Swfaces faites de cluac[mngfes

1 aréte racine

W. Tutte's formula [1960's] :

2.3%(2k)!

Nombre de quadrangulations « enracinees » de la sphere avec k faces =

k!(k+2)!
2,9, 54, 378, 2916, 24057, ...

- On fait une série génératrice:
2t + 91? + 5413 + 378t* + 29161 + . ..

—> Donne : K

"

$ (2k) _a 1#332/1—1% ou: r=+/T- 12
“ ki(k+2)! 1+ ’
1t \/1——12t) Application mirroir ¢ = 7 =



2/=6

Surfaces faites de quadrangles k=4
— 225
Nombre de quadrangulations
de la sphere avec
1 face marqueée enracinée de longeur 2/
et k faces non-marquees :
r=+/1-12¢
t 21! 2k+1—1)! 1 2 + 8
ZZ 3k ( ) = — Z—tz3+(tz2——r)\/zz—
= e 2B NA=-D! kW kD 2 3 1+
— WO,I(Z; t)
Preuve:
) ) 1+r—2r
Par récurrence: effacer 'aréte marquée  zW, ,(z;1) = tz3W0,1(z; )+ Wy, (z; > —tz2+1— o1+

T R

.



Courbe spectrale

1 247 8
Wo ) == z—123 = (tz> = —Nn/z* -
0.1(z 1) 2<Z G )\/Z 1+r>

Wo,q
dans R X R

| \ \/ \ |
0+ \'\ S— ! — —
| ‘\ _\\l \"\ <
. S/ :

\
'I

\
.|

fBijection conforme avec la sphére de Riemann

Parametrisation ) 1

i z = X+—
(Varlable‘x) 1 1+ 7 ( x)
x € Sphere CP

Woaz: 1) =

1+7r /1 1—-r 1
x 3(1+r) x3

\ 2

~

)

r=+/1-12t

bijection conforme

Sphére de Riemann = C U {00}

= CP!
*



Surfaces faites de quadrangles
Sphere
2 faces marquées enracinees

2 faces enracinées de longeurs ;- 4%, _a~b
2

et k faces non-marquees

t* Qk+a—-1D!%E (a—b-2)a+b)(a—b)
22 3 2

a . . . .
W k12 kKik+a)! S jib+j)a—pia—b-))!
( q \ r=+1-12t
1 213y —
2(z1 — 20)? \/z2—i 8
\ 1 I+ 2 1+r)




Forme fondamentale

de la courbe spectrale

( " \
1 A~ 11, 1
Wa (21,205 F) = 1+ _
0221, 223 1) 2(z1 — 20)? »_ 8 [,__3 (21 — 22)°
\ 717V ~ 1+ r=+/1-12¢
) -
1 dx, dx, 1 _ d d In X=X

(X —x0)? dz; dzp (21 — 20)? duydzy 21— 2

Parametricatio 2 1 2 1
z= X +— a=1/7 X+ —
(variable x) 1+r X +r X1
1-r

W= (L 1 ]2 <x+i)
0 =N T\ T3040 B "V 1+- 77 x

Wo2 = fonction de "Green” surla Courbe Spectrale

2nde forme fondamentale W, 22, 253 D)dz;dz, = _

Noyau de Bergmann




Surfaces faites de quadrangles

Genre 2
n faces marquées enracinees

Wg,n(zla G 0 0g) Zna t)

Question:

- Comment calculer W, ,(z,...,z,;1) 7

« Est elle une fonction algébrique ?
- A-t-elle une interprétation géométrique sur la courbe spectrale ?



Recurrence topologique

Genre g n faces marquees enracinées

Wg,n(zl’ ees o t) = 74

Théoréme: pour tout n > 1 et (g,n) #(0,1),(0,2) on a:
[E2004]
W, (z1,..,2,) 1] 2% — 8 = 1<J; dz : [W (2,2,295 -5 2,)
gn &l 0Ly 1 1+ 7 2ir Vo 72— 21 1g2 — 27 g—1n+1\%> %9225 =+ 5 5p

3

no discs

i 2 ng,l-l—#ll(z? ]1)Wg2,1+#]2(z, ]2)

811+82=8

¢ Ilt'UIz: {Zz,,Zn}

1+r

% = contour entourant =*




ccursivement I’aréte marquée de la face 1

cver

\

on enl

a la Tutte:

y

éoreme:

Th

pour tout n>1 et (g n) #(0,1),(0,2) on a:

Zp) \/ 7}

Z,)

n+](Z9 <s Zza cee

[Wg—l,

2+r

dz

ch_Zl tzz—

j

1
2im

r

8
1 +

°9

(215 -

9

We

3

no discs

811t82=8

_I_

8

Z,)

9

— {Z27 X

Lyl

1+r

contour entourant £

\




Exemples:

=) # K(Zl, Z) WO,Z(Z’ Zz) W(),2(Za Z3)
€

O
5O
Wo.4(21, 20, 23, 24) = + sym...
O

= ('F K(Zl, 2) [W0,3(Z, <25 Z3)WO,2(Z’ Z4) + sym]
€

—§ K@ K2 W Woule! 2 Wos(e. ) + sym]
€ €




Recurrence topologique et geometrie de la courbe spectrale

® WO,I(Z) = courbe spectrale (= calculée par les équations de Tutte)

o W)=+ -

= forme fondamentale sur la courbe spectrale

| Woolz,2)dz! -

® Kz.2)= Z =Wo,1(Z+)—Wo,1(Z_) SV

@® Par récurrence

Wg,n(zla ERX) Zn) — E dZ K(Zl’ Z) [Wg_l,n+1(za Za Dy eeey Zn) no discs
¢ D WG W@ D)

Wen(21s -+, 2,) = champs de vecteur
multipolaires sur la surface

.

Zn+l




/\ —O




Compter les surfaces hyperboliques

[ Mg,n(L1 ,,,,, Ln) — {surfaces de courbure constante R=-1

avec n bords geodesiques de longueurs Ly, ..., n

} (g=1, n=3)

- Decomposition en «pantalons»




Comptage recursif

- transformée de Laplace des volumes

Wl -s2,) = J [ LdLy e™h.. LdL, e % V, (L,,...,L)
0 0
/ Théoreme : [Mirzakhani 2004] Laplace transformed [EO 2006] \

no discs

W, (215 -5 2,) = Res,_ g K(zy, 2) [Wg_l,nﬂ(z, 2320y -5 2,) + Z W, 4o @ DWW 14 (2, 12)]

811+82=8

1
K(z,z) = - Woalm22) = 2

\ (le _ Zz)sin(Zﬂz) (Zl — Zz) /

Interprétation : /[Récurrence TopologiqueJ
- On compte les surfaces de genre g, a n bords

- par récurence sur leur characteristique d'Euler ¥ =2-2g—n

n+1



Comptage récursif

/Théoréme = [Mirzakhani 2004 + EO 2006] \
A CT z,) = Res,0K(z,2) [Wg_l,nﬂ(z, — 2,21 Zy) + Z Wg1,|11|+1(z, 11)Wg2,|12|+1(—2a 12)]
1
K(zl,z) = i Wo,z(zl,zz) =

(2 — z2)sin(27z)

\ /

L2 271'2 3 9) 2
. Exemple Wi 1(z) =JL1dL1e‘ZlLl<21 + > — i

4 24

W1,1(Zl) = Res, oK (Zl’z) [Wo,z(za — Z)]
T 1 -

(22 — 22)sin(2nz) 422

-1
1 1 z° 1 5 -1
=—Resz_)0 1—— 1 ——Qrz)"+...
827 z3 z{ 6

1 1 2 1
= —Resz_>0 — | 1+ Z— + (27TZ) + . 0(z4)
8¢ z3 zf

1 (1 5 2 3, 2
— _|—_ =
822\ 22 6( 2 24z 2423

= Res, o




Miroir de la geometrie hyperbolique

Théoreme : [Mirzakhani 2004] Laplace transformed [EO 2006]
no discs
Wg,n(Z1, 500G Zn) — RCSZ_)O K(Zla Z) [Wg_l,n+1(Z7 Za Z2, ceeq Zl’l) + 2 Wg1,1+#11(z’ Il)Wg2,1+#I2(Z’ 12)]
Lwl, g=1+{g§;,g. s 2}
T 1
K(Zl,Z) = Wo,z(zl,zz) =

(22 — z2)sin(2nz)

« Miroir:

Woorlzi,z) == () 1)

= forme fondamentale sur la courbe spectrale

Z
2 z Ia WO,Q(ZI’ Z/)dzl 0,100 Spectral curve of Hyperbolic volumes
K(z;.2) = — |
@>2) ’ Wo.1(zt) — Woa(z7) 0075

0.050

Courbe spectrale 0025 |

1 1 0.000
Wp1(z) = — sin 2z = — sin 27/
’ A A o

—0.075 A

—0.100 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0



I, Invariants de

Gromov-Witten



Compter IeS COurbeS (complexes)
dans le plan

- Combien de droites (complexes) par 2 points dans CP? 7 —> 1 /@//

- Combien de coniques par 5 points dans CP?? —> 1 /C;?/
- Combien de courbes rationnelles de degré 3 par 8 points
dans CP? ? —> 12 W

- Combien de courbes rationnelles de degré d par 3d-1 points —> NO(CP2, d)
dans CP? ? /
O =1,1,12, 620, 87304, ...

- Combien de courbes elliptiques de degré d par 3d points
dans CP? ?

—> Nl(sza d)

/@ - 0,0, 1, 225, ...

- Combien de courbes de genre g et de degreé d par 3d+g-1
points dans CP? ?

—> nombres de Gromov-Witten Ng(CPz,d)




Compter les surfaces immergeées
dans un espace cible

- Combien de courbes de genre g et de degré d
holomorphiqguement immergées dans X ? d € Hy(X)

MX,d) ={(Z,f) | genre(Z) =g, f: 22— X, degf(X)=d}igom

nombres de Gromov-Witten : N,(X,d) = J 1
M (X, d)

Et avec n bords (degrés d|, ...,d, ):
N, (X.d.d,,....d,)

n

Séries génératrices:

W, o) = Y t9N(X, d)
d

Wz nzi) = ) theh . eba N, (X.d.d,,....d,)
dd,,...d,

Comment les calculer ? Symeétrie miroir Récurrence topologique



Compter les surfaces immergees
. N\
dans un espace cible

Notion de symeétrie Miroir:
[Candelas, de la Ossa, Green, Parkes (1991)]
« A pair of Calabi-Yau manifolds as an exactly soluble superconformal theory »

[Hori, Vafa (2000)] « Mirror Symmetry »

Théorie des cordes de type A (géometrie aléatoire)  Theorie des cordes de type B (périodes)
Calabi-Yau X o Calabi-Yau X

[Kontsevich (1994)]
introduces : conjecture of « Homological Mirror symmetry »

/Conjecture BKMP(2008) X = Calabi-Yau Torique \

Il existe une fonction algébrique Woi(2) =miroirde X =X §&F

Ul G MBI dEhE elpelio gl — W, ,(21,...,2,58) = Invariants de Gromov-Witten

. Théoreme [EO2012], [BLZ2014] de X -

Example X =C3 X={(zw) | e+e"=1) Wy 1(2) = In(1 — €%)




V. Récurrence T cyoo[ogiolue

Nouveaux Invariants

pour les courbes a@éﬁm’ques

L;,)’

> {Wg,n} g=0,...,00
n=20,...,00




Tnvariants d’une courbe a@eﬁmclue L

On choisit arbitrairement une

{ Courbe spectrale S = {(Z, w) | P(z,w) = O}

} ol N\ | m—
N ..". {

-1 1

X \ !

ﬁ)efinition: les invariants de S

WO,I(Z) =W dZ

WO,Z(ZI’ Zz) =

Et récursivement

Forme fondamentale

(Récurrence T cyoofogiclue)

W n (zl, e

1 IWO,Z(ZI’ Z,>
2 Wyi1(2) — Wy1(@)

2,) = K(21,2) [Wg—l,nﬂ(z’ ZNNRARDY We 1|1 (2 1) We, 11,11 (% 12)]

(Définition universelle: pas de paramm

/Nombreuses (belles) propriéteés:

- Invariants symplectiques
- Formes quasi-modulaires
+ Integrabilite — - 7- function

" Virasoro

- et plein d’autres ... etc ...




Symétrie MIiroir inverse

{ Courbe spectrale § = {(z, w) | P(z,w) = O} J :

—

Invariants de S

Wy =w dz Wy, (z1,2) = Forme fondamentale

Et récursivement  W,.(z5 -+, 2,)

/Théoré—me[LOML Courbe spectrale = Mesure de comptage de surfaces \
32 (oo 00
Transformée de Laplace: flu) = u J e—z(u—uo)W()l(Z) dz Inf(u) = — Z £ -k
k=0

V2z Jo

. Vuv ([
B(u,v) = . I dz dzye ™1 THUTIOW, (2, 7)) = Z B v
Jo Jo k.l
~ \/; = —2,(u—uy) —k
B(u,z) = 7 dzpe W2, 25) = Z Sk(2)u
7 Jo k

n o o
* LY B, saky! H
Alors Wg,n(zl’ e Zn) — J e 2o fikitz Zk,l kIO Y ( Z Widéd(zi))
M g i=1 d=0 /




Conclusion o

- La symetrie miroir est trées puissante

- transforme un probleéme de geomeétrie aléatoire (mesure sur un espace de surfaces)
en un probleme de geomeétrie algebrique (périodes et résidus) sur une courbe algebrique
(surface de Riemann).

- Pour les cartes: si on sait compter les « disques », alors on a une courbe spectrale ,
1 4+r—2r

cartes quadrangulées -> miroir = Wy (z:0) = t2°Wy (2 0) + Wy 1 (s 0> — 12" + 1 —
1
Pour les surfaces hyperboliques miroir = W,(2) = 7 sin 2m\/z

Inversement: étant donnée une courbe spectrale arbitraire (un miroir) :
la récurrence topologique définit ses « invariants »

la transformée de Laplace définit un espace de surfaces et une mesure
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Autres exemples: noeud -> miroir = A-polynome @é)

Crystal -> miroir = courbe arctique
Matrices aléatoires -> miroir = densité de valeurs propres |
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Ces invariants ont plein de belles proprietés mathématiques

91 +r)

M

systémes intégrables, théories conformes, théorie des noeuds, matrices aléatoires,

A suivre ...




Counting Surfaces Z

n+1




