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FORMES AUTOMORPHES (CHAIRE INTERNATIONALE)

Bado Chau Ng6

Membre de I'Institut (Académie des sciences),
professeur a l'université de Chicago,
directeur scientifique de l'Institut d'études mathématiques avancées
du Vietnam, professeur invité au Colleége de France

La série de cours « Dualité des fibrations de Hitchin et endoscopie » est disponible
en audio et en vidéo, sur le site du Colléege de France (https://www.college-de-
france.fr/fr/agenda/cours/dualite-des-fibrations-de-hitchin-et-endoscopie).

COURS - DUALITE DES FIBRATIONS DE HITCHIN ET ENDOSCOPIE

Mon cours, au printemps 2021, portera sur I'espace de module de Hitchin et ses
généralisations. Cet espace a d’abord été introduit par Hitchin partant des
mathématiques physiques [14] [15] puis reconnu comme un objet primordial du
programme de Langlands géométrique. Sa connexion avec la formule des traces
formulée dans [24] a conduit A une série de travaux [22] [25] aboutissant a la
démonstration du lemme fondamental dans la théorie des formes automorphes.

Depuis la premitre démonstration du lemme fondamental par la voie de la
fibration de Hitchin, de nombreuses améliorations ont été apportées a cette approche
aussi bien sur le plan technique que conceptuel. On note les travaux de Chaudouard
et Laumon qui ont démontré le lemme fondamental pondéré [6] [7], le travail de
Migliorini et Shende sur le théoréme de support [23], ainsi qu’une nouvelle
démonstration du lemme fondamental fondée sur Iintégration p-adique due a
Groechenig, Wyss et Ziegler [12]. Ces travaux seront rapportés dans ce cours ainsi
que I’ébauche d’une généralisation de I'espace de module de Hitchin.

B.C. Ng6, « Formes automorphes », Annuaire du Collége de France 2020-2021. Résumé des cours et travaux,
121¢ année, Paris, Collége de France, 2024, p. 47-75, https://doi.org/10.4000/annuaire-cdf.19198.
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Le résumé du cours suit essentiellement le plan des exposés oraux. On commence
par rappeler dans la section 1 le comptage de points dans I'espace de modules des
fibrés et fibrés avec structure additionnelle suivant un principe qui remonte aux
travaux de Weil. Nous rappelons ensuite dans la section 2 les constructions de
Pespace des modules des fibrés ainsi que la grassmannienne affine en payant une
attention particuliere aux groupes des composantes connexes. On rappelle la
construction du morphisme de Hitchin et en ébauche une possibilité de
généralisation dans la section 3. On met 'accent sur la construction d’un champ de
Picard relatif qui agit sur la fibration de Hitchin. On continue avec des rappels sur les
fibres de Springer affines et la formule de produit qui relie celles-ci a la fibre de
Hitchin dans la section 4. On discute dans la section 5 la structure des fibres du
champ de Picard et décrit leurs groupes de composantes connexes et la dimension de
leur partie affine. Dans la section 6, on rappelle la notion de &-stabilité des fibrés de
Higgs introduits par Chaudouard et Laumon. Dans la section 7, on discute du
théoréme de décomposition de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber dans la situation
de la fibration de Hitchin et donne une description des supports des faisceaux pervers
simples qui apparaissent dans cette décomposition, ainsi qu’une généralisation due a
Migliorini et Shende. Dans la derniére section, on discute I'approche d’intégration

p-adique de Groechenig, Wyss et Ziegler.

FIBRES PRINCIPAUX SUR UNE COURBE

Comptage de Weil

Nous commengons par rappeler I'idée de Weil de « compter » les fibrés vectoriels
sur une courbe algébrique a I'aide des adeles. Nous fixons une courbe projective
lisse X définie sur un corps k. Nous notons Fle corps des fonctions rationnelles sur X
et 1) = Spec(F) son point générique. Pour tout point fermé x € |X], nous notons F;,
la complétion de F par rapport a la valuation associée 4 x, et O, son anneau de
valuation. L’anneau des adeles A = Ay consiste en des suites (2, € F,| x €|X]) avec
a, € O, pour presque tout x. Il contient F comme sous-anneau ainsi que
Oa =1 cx O, Les anneaux £, O, A, Oy sont munis de topologie naturelle
déduite de la définition de F,, comme une complétion. Dans le cas ot £ est un corps
fini, O, et Oy sont de groupes abéliens profinis donc compact, alors que £ et A sont
des groupes abéliens topologiques localement compacts contenant O, et Oy
respectivement comme sous-anneaux compacts. Notons aussi que F est un sous-
groupe discret cocompact de A.

Suivant une idée de Weil, nous allons décrire, a I’aide des adéles, ’ensemble des
classes d’isomorphisme des fibrés vectoriels de rang » sur X, ou mieux le
groupoide Fib, des fibrés vectoriels de rang 7 sur X. Celui-ci est une catégorie dont
les objets sont les fibrés de rang 7 sur X et les fleches sont des isomorphismes d’iceux.
Si V est un fibré vectoriel de rang » sur X, sa fibre générique V' est un F-espace
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vectoriel de dimension 7. Pour tout x € |X], la restriction ¥, de /" au disque formel
X, = Spec(O,) est un O,-module libre de rang 7. On en déduit une équivalence de
groupoides

Fib, — GL,(F)\GL,(A)/GL,(O4)

Nous souhaitons généraliser le comptage de Weil des fibrés vectoriels aux fibrés
principaux sous un groupe réductif G (qu’on appelera « G-fibré ») ou plus
généralement sous un schéma en groupes au-dessus de X. Notons que la description
adélique des fibrés vectoriels est fondée sur le fait que les restrictions d’un fibré
vectoriel sur X au point générique 7 et aux disques formels X, sont triviales. Une
difficulté que nous ne manquerons pas d’observer est que l'annulation de
cohomologie galoisienne de G au point générique n’est plus valide pour un groupe
réductif général. La généralisation aux fibrés principaux £ sous I'action d’un schéma
en groupes lisses G sur X sera donc astreinte aux hypothéeses de I'annulation de
certains groupes de cohomologie galoisienne. Le sujet de cohomologie galoisienne a
été magistralement traité dans un cours de Jean-Pierre Serre au College de France [28]
sur lequel on s’appuiera.

C’est pour cette raison que nous nous restreignons aux cas ot le corps de base £ est
ou bien un corps algébriquement clos, ou bien un corps fini. Si £ est un corps
algébriquement clos, la fibre E . de E au-dessus du point x a au moins un k-point.
L’hypothese de lissité de G, donc du G-fibré E, au-dessus de x, nous permet alors
d’étendre un k-point de E,, en une section de E, au-dessus de X, de sorte que E, est
trivial comme G,-torseurs au-dessus de X,. Si & est un corps fini, la méme conclusion
vaut si on suppose de plus que les fibres de G au-dessus de X sont connexes. Sous
cette hypothése, la fibre E, au-dessus du corps fini résiduel k(x) du point
fermé x € |X| aun k(x)-point car d’apres un théoréme du Lang [20], on a ’'annulation
de la cohomologie galoisienne

HI(k(x), G) = 0

sous I’hypothese que G est un groupe connexe défini sur le corps fini &(x). La lissité
de E, au-dessus de X, nous permet de nouveau d’étendre un £(x)-point dans la fibre
E au-dessus de k(x), en une section de £, au-dessus de X.

Quant 2 la trivialisation d’un G-fibré au point générique d’une courbe définie sur
un corps £ algébriquement clos, nous avons le théoreme de Steinberg [30] : soit
F = k(X) le corps des fonctions rationnelles d’'une courbe X définie sur un corps
algébriquement clos 4. Pour tout groupe réductif connexe G défini sur F, on a
HY(F, G) = 0. Si de plus, le corps algébriquement clos £ est de caractéristique 0,
I'annulation vaut pour tout groupe algébrique connexe.

Si k est un corps fini, en supposant que G est un groupe semi-simple simplement
connexe, on a encore H'(F, G) = 0 d’apres Kneser. Pour un groupe réductif général,
notamment pour des tores non déployés, le groupe de cohomologie
galoisienne HY(F, G) est infini. Notons toutefois que si Ef est la fibre générique
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d’un G-torseur E défini sur une courbe X projective lisse sur un corps fini, la classe
proj |%
d’isomorphisme ¢/(E£) appartient au sous-ensemble dit « de Tate-Shafarevich »

kerl(F, G) = ker(HNF, G) — HYA, G))

C’est un ensemble fini d’aprés un théoréme de Serre. En fait, comme nous sommes
dans la situation de corps de fonctions, 'ensemble de Tate-Shafarevich ker!(F, G) est
un groupe abélien fini.

Dans la suite, le corps de base £ est un corps algébriquement clos, ou un corps fini.
X est une courbe projective lisse, connexe sur £, G est un schéma en groupe lisse de
type fini sur X dont la fibre générique est réductive. Fibg est le groupoide des G-fibrés
sur X. Compte tenu des annulations de cohomologie galoisienne énoncées ci-dessus,
on a des descriptions adéliques de Fib comme suit. Si £ est algébriquement clos, on a
une équivalence de catégories

Fibg ~ G(F)\G(A)/G(O,)
Si k est fini, et si on suppose en plus que toutes les fibres de G sont connexes, alors

ona

Fbg~ [ G'(F)\G(A)/G(O,)
teker! (F,G)

ou G est la forme intérieure de G obtenue en tordant G par t. Comme ¢ € kerl(F, G),
on a Iégalité GY(A) = G(A) qui donne un sens a la formule ci-dessus.

Comptage des fibrés de Higgs généralisés

On a un cadre général qui inclut le cas des fibrés de Higgs. En plus de la courbe X
et le schéma en groupes G au-dessus de X, nous nous donnons un X-schéma A4 muni
d’une action de G. Au lieu de compter les G-fibrés sur X, nous nous proposons
d’étudier le groupoide des G-fibrés munis d’un AM-champ cest-a-dire un
couple (E, ¢) ot E est un G-fibré et

©:X— Mp=MxCE

est une section du X-schéma A obtenu en tordant A par le G-torseur £. La donnée
d’un tel couple (£, ¢) est formellement équivalente 4 la donnée d’une section du
champ

[4/G]

l
X

Lorsque M = X, [M/G] = BG est le classifiant des G-torseurs et nous retombons
sur le probléme du comptage des G-fibrés considéré précédemment.
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Dans le cas ot M = g est I'algebre de Lie g de G tordue par le fibré canonique X
de X, M estle groupoide des fibrés de Higgs. Ce groupoide est muni d’un morphisme
particuli¢rement intéressant, 4 savoir le morphisme de Hitchin. Avant d’étudier la
fibration de Hitchin proprement dite, nous allons ébaucher quelques traits de la
fibration de Hitchin dans la situation plus générale que nous venons de mettre en

place.

Considérons d’abord le cas ot G est défini sur k&, G = G, X, X, H}, est un sous-
groupe de Gy, My = Gi/Hy, et M = My, X, X. Dans ce cas, [M/G] = BH est le
classifiant de H, de sorte que le groupoide M des couples (E, ¢) des sections
de [M/G] — X est équivalent au groupoide Fibs; des H-fibrés. Ce fait simple mais
tres utile est un théoréme d’Ehresmann. Dans ce cours, nous nous intéressons au cas
opposé ot G/H est affine ou quasi-affine. Dans ce cas, le morphisme Fiby — Fibg
est alors de type fini.

En général, nous voudrions décomposer le groupoide M des sections du
morphisme [M/G] — X en des sous-groupoides qui ressemblent le plus possible au
cas d’espaces homogenes M = G/H. Cette décomposition est une généralisation de
la fibration de Hitchin. Nous notons 7, : M — X le morphisme structural du X
schéma M. Considérons le quotient de M par I'action de G

A =M|G = Specy (725+O21)%)

au sens de la théorie des invariants géométrique. Nous supposons que m4: 4 — X
est un morphisme affine de type fini. Cette hypothese résulte la plupart du temps
de la théorie géométrique des invariants. Le morphisme M — A induit un
morphisme de groupoides

h:M— A=T(X, A4)
o1 A est 'ensemble de sections de 4 — X
A=T(X, 4) = A(F) N A(Oy)
Pour tout « € 4, nous formons le produit fibré
My — M

I

X —% , 4

\_/
T4
ou M, est 'image réciproque de I'image de la section 4 : X — 4. C’est un sous-
schéma fermé de A invariant sous I'action de G. On déduit de ces considérations
une premiere décomposition de M en
h: M= || M, —A

acA
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ou M, est le groupoide des sections de [M4,/G] — X. Le morphisme b : M — A

est une généralisation de la fibration de Hitchin.

Du point de vue arithmétique, nous avons une décomposition plus raffinée fondée
sur la décomposition de Mﬁ en orbites de G Soit M, " CM un sous-schéma
localement fermé de M sur lequel G17 agit tran51t1vement et qui, de plus, est défini
sur 7). Cela signifie donc qu'on a un sous-schéma localement fermé M, C M,
invariant sous ’action de G tel que I’action de G, sur M, est géométriquement
transitive. Autrement dit, cv est une orbite de G sur M qui est stable sous 'action
de Gal(77/n). L’adhérence schématique M, de M, dans M est un sous-schéma
fermé de A invariant sous I'action de G. Nous considérons le groupoide M, des
sections de [ M, /G]— X et le sous groupoide M} de M,, des sections (E, ) :
X —[M,, /G]dontla fibre générique se factorise & travers [M,/G].

On a alors une décomposition

M=| M

ol « parcourt 'ensemble des orbites de Gﬁ dans Mﬁ qui sont stables sous I'action

du groupe de Galois Gal(77 /7).

Nous avons ainsi décomposé M en une réunion disjointe des picces M} qui
s’approchent autant que possible du cas homogene X = G/H. Nous allons
maintenant décrire M} sous certaines hypotheses additionnelles. On se donne une
section

7:X—>Ma

dont la fibre générique 7, : 7 — M, se factorise par M,,. Supposons que le corps
de base & est algébriquement clos. Notons F,, le centralisateur de v que nous
supposons réductif et connexe. On a alors

M =H(F)\{gEG(A)/G(O)| g 17 € M, (Op)}.

Dans la suite de ce cours, nous allons étudier plus en détails la géométrie des fibres
de Hitchin généralisées de type MZ. Contentons-nous pour le moment de
commenter un exemple tres simple. Considérons le groupe multiplicatif G = G,,
agissant sur la droite affine A4 = Al. Les points du groupoide M des morphismes
X — [A1/G,,] consiste alors en couples (L, @) otr L est un fibré en droites sur X et
¢ € HOX, L) est une section globale de L. Le sous-groupoide M™ consiste en des
couples (L, ¢) comme ci-dessus avec ¢ = 0. L’application (L, ¢) — div(¢) ou div(¢)
est le diviseur des zéros de ¢ induit une équivalence entre M™* et Pensemble des
diviseurs effectifs de X. Cet exemple est typique des cas ot le centralisateur A est
trivial. Dans ce cas, le groupoide est purement adélique dans le sens ot le groupe
arithmétique H(F) est trivial.
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Considérons le cas ott / est un schéma en groupe commutative. Dans ce cas, M}
n’est plus local. Néanmoins, on peut remarquer que laction de H(F) sur
{g€G(A)/G(Oy)| g1y € M, (O4)} s’étend au groupe H(A). Notons que sous
des hypotheses assez générales, le sous-groupe H(Oy) de H(A) agit trivialement sur
{g€G(A)/G(Oy)| g1y € M, (O4)} de sorte que nous pouvons considérer le

quotient
NG =(H(A)/H(Oy )\ {g€G(A)/G(Oy)| g7 ve M, (Of)}
est alors aussi purement adélique. Le morphisme naturel

peut alors étre considéré comme le quotient de M} par P, = H(F)\H(A)/H(Oy).
Notons que P, est le groupoide des H-fibrés sur X de sorte la fibre de Hitchin
généralisée M} est une fibration de fibre P, au-dessus du groupoide N} qui est
de nature purement local adélique. Cette structure cruciale dans notre étude des
fibrations de Hitchin est appelée « la formule de produit ».

Notons aussi que si le corps de base £ est un corps fini, le probléme de comptage
des k-points dans la fibre de Hitchin revient a étudier le morphisme M (k) — N} (k)
ot M (k) et NF (k) sont les groupoides des points fixes sous Frobenius de M} et
N . Ce morphisme de groupoides n’est pas surjectif en général. En effet, un point fixe
sous Frobenius de A, définit une classe dans le groupe de cohomologie
galoisienne HY(A, H). 1l est I'image d’un point fixe sous Frobenius de M si et
seulement si la classe qui s’en déduit est dans I'image du morphisme global-local

HY(F, H) — HY(A, H)

ou, autrement dit, si son image dans le conoyau coker!(F, H) est nulle. Ainsi, ce
probléme de comptage ferait intervenir aussi bien le noyau ker!(£, H) que le conoyau
coker!(F, H).

Nous notons que, méme si on avait commencé par un champ quotient [A/G]
ou M est un k-schéma affine muni d’une action d’un groupe G défini sur &, la
description des M, fait intervenir des sous-schémas en groupes A de G x;, X qui ne
sont plus nécessairement constants. C’est pourquoi il est crucial de considérer des
problemes de comptage de fibrés principaux sous des schémas en groupes qui ne sont
pas constants.

LE CHAMP DE MODULE DES FIBRES ET LA GRASSMANNIENNE AFFINE

Dans lexposé précédent, nous avons étudié le groupoide Fibg des G-fibrés
principaux sur une courbe d’un point de vue essentiellement arithmétique, c’est-a-
dire donné une description adélique de Fib en tenant compte de certains groupes de
cohomologie galoisienne. Dans cet exposé, nous considérons Fibg comme un objet
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géométrique en I'occurrence d’un champ algébrique. Désormais, Fibg n’est plus
simplement un groupoide mais un foncteur qui associe a tout k-schéma test S le
groupoide Fibg(S) des G-fibrés sur X x S. On pourrait alors parler de sa dimension,
ses déformations infinitésimales, mais aussi 'ensemble de ses composantes connexes.
L’ensemble des composantes connexes de Fibg, qui est en fait un groupe abélien de
type fini, est relié au conoyau de la suite exacte globale locale de cohomologie
galoisienne de G considérée dans 'exposé précédent. Nous allons discuter aussi de la
grassmannienne affine qui en est la contrepartie locale. Nous allons mettre I'accent
sur les schémas en groupes sur X non constants au lieu des groupes définis sur le
corps de base.

Schéma en groupes

Soit X une courbe projective lisse définie sur un corps algébriquement clos k. On
va décrire les schémas en groupes lisses G de type fini au-dessus de X dont la fibre
générique Gpest un groupe réductif. D’apres la théorie des groupes réductifs définis
sur un corps [29], la fibre générique Grde G est completement déterminée par la
donnée radicielle absolue W=W(Gz) constituée des groupes de caractéres et
cocaractéres d’un tore maximal munis de sous-ensemble des racines et coracines, ainsi
que celui des racines simples, et un homomorphisme continu

PP T =Gal(F/F)— Aut(¥)=Out(Gp)

Il existe un ouvert dense U de X tel que la fibre de G au-dessus de tout point# € U
est réductive. L’homomorphisme pOU se factorise alors par le groupe fondamental
7, (U, F) de U pointé par le point géométrique générique qu’on a choisi. La
restriction de G a U est alors completement déterminée par la donnée radicielle
U=V (Gz) et pOut: 1 (U) — Aut(D).

D’apres le théoreme de recollement formel de Beauville et Laszlo [1], G est
completement déterminé par la restriction de G 4 U et les restrictions G, de G aux
disques formels X autour des points x € X'\ U, lesquels sont en nombres finis. Le
schéma en groupes G, lisse au-dessus de X, est completement déterminé par le sous-
groupe G(O,) de G(F,), qui en est un sous-groupe borné. On a la formule

OlG)=1{feEIG] | flo)e O, Vaec GO,)}.

Un exemple important de tels schémas en groupes est le schéma en groupes de
Bruhat-Tits associé & n’importe quel point & € B de 'immeuble de Bruhat-Tits d’un
groupe semi-simple. A chaque point b € B, le stabilisateur K, de & est un sous-groupe
borné de G(F,). Il existe un unique schéma en groupes lisses G, au-dessus de X, tel
que Gy(O,) = K}, Il existe aussi un unique sous-schéma en groupes ouvert Gg de G,
ayant les fibres connexes qui, par définition, est le schéma en groupes de Bruhat-Tits
associé & b € B. Tout sous-groupe borné K de G(F,) stabilise un certain point de
Pimmeuble b € B 7.e K C K}, Il sS’ensuit que pour tout schéma en groupes lisses G,



FORMES AUTOMORPHES SS

au-dessus de X, de fibre générique G(F,), il existe un homomorphisme de schémas en
groupes

Gx—> Gb

On en déduit un homomorphisme de schémas en groupes i fibres connexes
Gg — Gg.

Lorsque G, est un tore, 'immeuble de Bruhat-Tits est réduit 4 un point. Dans ce
cas, Gy est le schéma en groupes lisses dont le groupe des O,-points est le sous-groupe
borné maximal de G,(F,). Le schéma en groupes de Bruhat-Tits en est le sous-schéma
en groupes ouvert a fibres connexes. Ce schéma en groupes est aussi appelé « le
modele de Néron connexe des tores ».

La grassmannienne affine

La grassmannienne affine des réseaux de rang 7 est le foncteur Q,, qui associe a
toute k-algebre R I'ensemble 9, (R) des R[[7]]-modules projectifs Vde Vg = R((2))"
tels que le morphisme R((¢))-linéaire induit

V @p(1) R((2) — T

est un isomorphisme. Ici, nous avons noté R[[#]]= RE[[]]), R((£))=RDk((2)).
On pourrait penser d’un élément de Q,(R) comme une famille de réseaux de £((2))*
paramétrée par Spec(R).

Le foncteur Q,, est représentable par une limite inductive de schémas projectifs
formant un syst¢tme dont les morphismes de transition sont des immersions fermées.
La démonstration de cette assertion est fondée sur le lemme d’algebre suivant — on
renvoie a 'exposé de Zhu pour une démonstration [31]. Soit R un anneau noethérien.
Soit V un R[[#]] sous-module de R((#))” = V" tel que V &g R((¢)) — V est un
isomorphisme. Alors il existe un entier N € N tel que

NR[[A]* €V C N R[[4])”

et de plus Q = NV R[[#]]/V est un R-module plat. Inversement, pour tout quotient
de =N R[[#]]*/¢N R[[#]] qui est plat comme R-module et stable sous I'action de 7 le
noyau

V= ker(tN R[] — Q)

est un R[[#]]-module projectif qui satisfait V @ g1y R((2)) = R((#))*. Admettant ce
lemme, on peut représenter Q,, comme une limite stricte des sous-schémas fermés
des Grassmanniennes ordinaires.

La construction de la grassmannienne affine des réseaux peut étre généralisée a
n’importe quel schéma en groupes lisses G, au-dessus de X, a la place du schéma en
groupes constant GL,,. Nous notons Qg le foncteur qui associe 2 toute k-algébre R

X



S6 BAO CHAU NGO

le groupoide QG (R) des G,fibrés au-dessus de R®O munis d’une trivialisation

au-dessus deR®F Cest aussi le faisceau associé au préfaisceau

R—G_(F.®R)/G, (O, ®R)

Le foncteur Qg est représentable par une limite inductive de £-schémas de type
fini formant un syst¢me inductif dans lequel les morphismes de transition sont des
immersions fermées. Lorsque G, est un schéma en groupes de Bruhat-Tits, il est
méme représentable par une limite inductive de schémas projectifs formant un
systeme dans lequel les morphismes de transition sont des immersions fermées.

La grassmannienne affine n’est pas un k-schéma de type fini. Sauf si la fibre
générique de G est un tore, la grassmannienne affine Q¢ n’est pas de dimension finie.
Dans le cas le plus simple G = G,,, 'espace topologique sous-jacent est discret, donc
de dimension 0 et pourtant la grassmannienne affine Qg n’est pas localement de type
fini. On peut démontrer que la composante neutre de QG est isomorphe a la
complétion de G,,, a son origine. Dans le cas ot la fibre générique de G est un tore, la
grassmannienne affine Qg est de dimension finie. On notera alors

§(G) = dim(Qg).

Nous nous intéressons tout particulierement a I'ensemble des composantes
connexes To( Q) de la grassmannienne aftine Q. Nous supposons que le corps de
base est algébriquement clos. Dans le cas G = G,,,, on a QGm(/e) =F*/OX=Z eton
a T, (QGM) =7Z. La méme conclusion vaut pour les tores induit, ie. si
G=Resp, )0 G,, est la restriction a la Weil de G,,, de 'anneau des entiers Of d’une
extension finie de Fon a aussi mo( Q) = Z. Par un argument de Kottwitz, on a

7o (Qe) = A joue 1

si la fibre générique de G est un tore et sa fibre spéciale est connexe. Ici, A est le
groupe de cocaractéres du tore définis sur la cl6ture algébrique du point générique,
et A oue (T,) St le quotient maximal de A invariant sous 'action du groupe de
Galois I'z de F. En général, si on suppose toujours que la fibre générique de G est
réductive et sa fibre spéciale est connexe, on a le résultat de Pappas-Rapoport [27]

0 (QG):(A/Z(I)V)pOut (Tr)

ol A est le groupe des cocaracteres du tore maximal 7; et Z®V est son sous-groupe
abélien engendré par les coracines. Le quotient A/Z®" est aussi appelé « le groupe
fondamental algébrique de G ». En particulier, Q est connexe si la fibre générique
de G est semi-simple et simplement connexe car dans ce cas A est engendré par les
coracines. Le cas général se déduit du cas simplement connexe et celui des tores.
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Le groupe des composantes connexes my( Q) est relié aux groupes de cohomologie
galoisienne étudiés dans I'exposé précédent. Si k est un corps fini, x € |X] est un point
fermé de X, 0, € T'yy) le Frobenius correspondant, alors H(F,, G) s’identifie au
sous-groupe de torsion de 7y( Q)0

Le champ de modules des G-fibrés

Soit G un schéma en groupes affine lisse de type fini défini sur une courbe X
projective lisse sur un corps £. On consideére le foncteur en groupoides qui associe a
tout k-schéma S le groupoide Fibg(k) des G-fibrés sur X X S. Le foncteur Fibg n’est
pas représentable par un k£-schéma mais un champ algébrique lisse localement de type
fini sur &.

\

Nous nous intéressons tout particulicrement a I'ensemble des composantes
connexes de Fibg qui se trouve muni d’une structure de groupe abélien. Ce groupe a
été calculé par Heinloth [13] en réponse 4 une question de Pappas et Rapoport.
Supposons que G est un schéma en groupes lisses de type fini sur une courbe X
projective lisse sur un corps k algébriquement clos. Supposons que la fibre générique
de G est connexe et que toutes ses fibres sont connexes. Alors on a une description du
groupe des composantes connexes de Fibg completement analogue a celui des
Grassmanniennes affines :

7o (Fibg) =(A/Z®Y) ou (1,

Ceci n’est pas simplement une analogie. Le théoréme de recollement formel de

Beauville-Laszlo implique qu’il existe en tout point x € |X| un morphisme

qui induit un homomorphisme entre les groupes de composantes connexes

(A/Z(I)\/)pOut (FFX) H(A/Zq)v)pOm (FF)

Celui-ci est bien entendu 'homomorphisme qui se déduit du fait que le groupe de
Galois local FFx est un sous-groupe du groupe de Galois global I'z bien défini a
conjugaison pres.

Le groupe des composantes connexes de Fibg est aussi relié aux groupes de
cohomologie galoisienne considérés dans 'exposé précédent. En effet, le conoyau
coker! (F, G) de la suite exacte globale-locale s’identifie au sous-groupe de torsion
de my(Fibg), ot o est le générateur de I';. L’intérét majeur des groupes des
composantes connexes de Fibg est qu’ils forment une famille lorsque G varie en
famille 4 la différence des groupes de cohomologie galoisienne.
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Il existe un sous-champ ouvert particuli¢rement intéressant de Fibg qui consiste en
des G-fibrés stables. Un fibré vectoriel V sur une courbe X est dit « stable » au sens
de Mumford si pour tout sous-fibré strict /#"de V" on a

deg(W) _ deg(V)
k(W) 1tk(V)

Un G-fibré E/X est dit « stable » si le fibré vectoriel ad(£), qui est obtenu de £ par
la représentation adjointe de G, est stable au sens de Mumford. Comme dans le cas
des fibrés vectoriels, les G-fibrés stables forment un sous-champ ouvert Fib de Fibg.
Ce sous-champ ouvert est un champ de Deligne-Mumford. L’espace de module des

G-fibrés stables est alors P'espace algébrique sous-jacent du champ de Deligne-
Mumford Fiby au sens de Keel-Mori [17].

FIBRES DE HIGGS ET MORPHISME DE HITCHIN

La théorie des invariants de I'action adjointe

Un G-fibré de Higgs sur une courbe X est un couple (£, ) ou £ est un G-fibré
sur X et

¢ € HOX, ad(E) ® L)

est une section du fibré adjoint de £ tordu par un fibré en droites L donné (L est le
fibré canonique de X dans la définition de Hitchin). Dans le cas ou G = GL,,, un
fibré de Higgs est couple (7, ) ou 7 est un fibré vectoriel de rang » sur X et
@: V' — V' ® L est un morphisme Oy-linéaire. Soit g I'algébre de Lie de G et g; le
tordu de g par le G,,-torseur associé¢ & L, un G-fibré de Higgs est donc une section
du morphisme [g;/G] — X. On considere le champ M des G-fibrés de Higgs qui

est muni d’un morphisme de type fini M — Bung.

Le champ M des G-fibrés de Higgs est en plus équipé d’une structure
remarquable : le morphisme de Hitchin. Pour construire celui-ci, il nous faut
rappeler la théorie des invariants pour I’action adjointe d’un groupe réductif G sur
son algebre de Lie g due & Chevalley et Kostant [18]. Soit G un groupe réductif sur
un corps k. Nous supposons que G est déployé, et est donc muni d’un tore maximal 7°
et d’un sous-groupe de Borel B contenant 7" défini sur k& et que 7" est déployé.
W = Ng(T)/T est son groupe de Weyl. Soit g = Lie(G) I'algebre de Lie de
G, t = Lie(T'). D’apres Chevalley, la restriction de g 4 t induit un isomorphisme
d’algebre k[g]¢ = k[t]”. Autrement dit, Pimmersion fermée t — g induit un
isomorphisme entre les quotients au sens de la théorie des invariants :

t/W=g//G
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Nous notons x:g—c=*t//IW le morphisme de Chevalley qui s’en déduit.
Comme laction adjointe de G commute 4 Iaction scalaire de G,,,, on obtient une
action compatible de G, sur ¢. Si on note ¢; le tordu de ¢ par le G,,-torseur L alors
on a un morphisme

[9:/G] — ¢

au-dessus de la courbe X. On en déduit un morphisme du champ M des sections
de [g;/G] — X vers le schéma A affine des sections de ¢; — X. C’est le morphisme
de Hitchin

h:M— A

Dans le cas ot G est un groupe réductif déployé on a ¢ = Spec(k[4y, ..., 4,]) muni
d’une action de G, avec #(ay,...,a)=(t%ap...,t%a). On a alors
¢, =I% @@ L% desorte que A= O, HO(X,I%).

Fibres de Hitchin

Dans le cas des fibrés de Higgs pour G = GL,, la base du morphisme de Hitchin
est A=@”_ HO(X,L¥). Pour tout a € A, suivant Hitchin [14] on peut construire
une courbe spectrale Y, tracée sur 'espace total du fibré en droites L. Le morphisme
Pt Y, — X qui s’en déduit est un morphisme fini de degré 7. Lorsque deg(L) est
assez grand, la courbe spectrale Y, est lisse et irréductible pour un point 2 € A
général. Dans ce cas, la fibre de Hitchin M, peut étre identifiée au champ de Picard
Pic(Y,) classifiant des fibrés en droites de Y. Lorsque Y, est une courbe integre, on
peut encore identifier M, au schéma de Picard compactifié Pic(Y,) classifiant des
fibrés sans torsion de rang générique un sur Y, d’apreés Beauville, Harder et
Narasimhan. Dans le cas 2 € A quelconque, on n’a plus de description simple
de M, en termes de courbe spectrale, mais il y a encore une action de Pic(Y,) sur M,
avec une orbite ouverte M;eg isomorphe a Pic(Y,).

\

C’est cette dernitre propriété qu’on va généraliser 4 un groupe réductif
quelconque. Nous allons construire un champ de Picard relatif P — A agissant sur
la fibration de Hitchin M — 4 ott M est le champ classifiant des G-fibrés de Higgs.
La construction de P est fondée sur le centralisateur régulier. Soit / — g le schéma en
groupes des centralisateurs. La fibre de J au-dessus d’un point x € g est

I, ={g € Glad(g)x = x}

Notons g 'ouvert de g des éléments réguliers semi-simples. Pout tout X € g, la
fibre 7, au-dessus de x est un tore maximal de G dont la dimension est égale au rang
de G. Nous notons g"8 I'ouvert de g des points x € g tels que dim(/,) = . La
restriction du morphisme caractéristique X : g — ¢ 4 g'8 est lisse. Les fibres du
morphisme X" : g' — ¢ sont alors des espaces homogenes sous I'action de G.
D’apres Kostant, on peut construire une section du morphisme x™8: g8 — ¢ a
partir de chaque épinglage de G. On définit le centralisateur régulier / sur ¢ comme la
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restriction de 7 4 une section de Kostant. C’est un schéma en groupes lisses sur ¢
indépendant du choix de la section de Kostant et qui est caractérisé par la proposition
suivante : il existe un unique schéma en groupes lisses / au-dessus de la base de
Chevalley ¢ muni d’un isomorphisme G-équivariant x™8* J =1 |gﬂ,g. De plus, cet
isomorphisme s’étend de fagcon unique en un homomorphisme de schémas en
groupes X* / — 1.

Comme le centralisateur régulier / — ¢ est G,,-équivariant, aprés torsion par le
fibré en droites L, on obtient un schéma en groupes lisse commutatif /; — ¢;. Pour
tout point 2 € A, on définit le schéma en groupes J, — X par produit fibré.
L’homomorphisme de schéma en groupes x* / — I au-dessus de g induit alors une
action du champ de Picard P, représentant le groupoide de /,-torseurs sur X sur la
fibre de Hitchin M. Cette action se spécialise 4 I'action de Pic(Y,) sur M, dans le
cas G=GL,. Ces actions se mettent en famille: on a un champ de Picard

relatif P — A agissant sur la fibration de Hitchin M — A.

Notons M8 le sous-groupoide M™& de M qui consiste en des sections de
re: . A . .
[MLg /G]— X est un sous-champ ouvert de M invariant sous 'action de P. Si le
. . . , re .
fibré en droite L admet une racine carré, M, % est non vide pour tout « et c’est un
. . N . re;
espace principal homogene sous I'action de . Dans ce cas, M, % est dense dans M y
et en particulier on a une bijection entre le groupe des composantes connexes de P,
et ensemble des composantes irréductible de M,,.

Déformations des fibrés de Higgs

La théorie de déformation des fibrés de Higgs a été traitée par [4]. Il s’ensuit que si
deg(L) est assez grand, le champ de module des fibrés de Higgs M est lisse sur .

Fibration de Hitchin généralisée

Il est possible d’étendre la construction de la fibration de Hitchin & une situation
tres générale ot G est un schéma en groupes lisses type fini sur X dont la fibre
générique est réductive, et M est un X-schéma affine muni d’une action de G. On a
alors le morphisme [M/G]— M//G = A4 du quotient de M par G au sens des
champs algébriques vers le quotient de M par G au sens de la théorie des invariants.
On a un morphisme h: M — A qui s’en déduit du champ M des sections
de [M/G] — X vers le schéma A des sections 4 — X. Bien entendu, pour pouvoir
étudier le morphisme de Hitchin, il faut tout d’abord des renseignements sur le
quotient invariant M /G . Signalons le travail de Luna-Richardson qui va dans cette
direction. Notons que, sauf dans le cas ot 4 est un fibré vectoriel sur X, I'espace des
sections de 4 — X pourrait étre tres compliqué.

Les considérations ci-dessus sur le centralisateur régulier se généralisent sous
certaines hypotheses. Soit A4 un X-schéma de type fini muni d’une action d’un
schéma en groupes réductifs G — X. Soit M /G le quotient au sens des invariants
relativement 4 X. Supposons qu’il existe un ouvert A48 de M tel que le stabilisateur 7
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est un schéma en groupes lisse et commutatif sur A8, et que le morphisme
M*™8 — M//G est lisse et surjectif. Supposons aussi que le lieu ot les fibres de
M*™8 — M//G ne sont pas connexes est de codimension au moins deux, alors on
peut encore construire un schéma en groupes, dit le stabilisateur régulier, / sur
M//G et un homomorphisme G-équivarianty* / — /. Dans cette situation, on peut
encore construire un champ de Picard relatif ¢ : P — A qui agit sur la fibration de
Hitchin généralisée b : M — A et supposer que M //G est un schéma lisse au-dessus
de X et que le morphisme M — M //G est plat surjectif. Si M est le champ des
sections de [M/G] — X, alors on a un morphisme de Hitchin généralis¢ M — A
ott A le schéma des sections de M /G — X.

L’exemple typique de cette situation est le cas ot M est le monoide universel de
Vinbert associé 4 un groupe semi-simple simplement connexe G qui est muni de
Iaction de G par conjugaison. Dans ce cas, le groupoide M peut étre vu comme
Pinterprétation géométrique du coté orbital de la formule des traces. Plus
généralement, on pourrait considérer I'action d’un groupe G sur le produit X; x X,
de deux variétés symétriques ou plus généralement sphériques. Dans cette situation
toutefois, les hypotheses ci-dessus ne sont plus satisfaites. Il devrait étre possible de
construire I'action d’un champ de Picard sur la fibration de Hitchin générale en
apportant des modifications nécessaires a I’ébauche précédente.

FIBRES DE SPRINGER AFFINES ET LA FORMULE DE PRODUIT

Fibres de Springer affines

Soit G un groupe réductif défini sur £ le corps de base et v € g(F) un élément
régulier semi-simple de I'algebre de Lie g de G a valeurs dans le corps F = k((z)) des
séries formelles de Laurent dont O = k[[#]] est 'anneau des entiers.

Suivant Kazhdan et Lusztig [16], nous considérons I'ensemble

M (k)={geG(F)/G(O)|ad(g) " (v)€G(O)}

qui est en fait 'ensemble des k-points d’un £-schéma ./\/17' localement de type fini
défini sur k, qui est sous-schéma fermé de la grassmannienne aftine de G. Dans le cas
G = GL,, Iélément v : F”* — F” est un endomorphisme régulier semi-simple de /7
et ensemble M (k) peut étre identifié 2 'ensemble des réseaux V C I tels
que (V) C V. On a bien entendu des interprétations analogues dans les cas des
groupes classiques en termes de réseaux auto-duaux. Nous notons aussi que la
définition ci-dessus a un sens pour tout schéma en groupes G lisses de type fini
sur O et nous nous intéressons particulierement au cas ot la fibre générique de G

est réductive.

Considérons le morphisme de Chevalley x :g—c¢=g/G et notons a € ¢(F)
I'image de v € g(£'). Pour que la fibre de Springer affine M7 soit non vide, il est
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nécessaire que v € ¢(O). Supposons que nous avons une section de Kostant
K : ¢ — g. Partant d’'un élément 2 € ¢(O), nous avons alors un élément x(a2) € g(O)
et nous posons My =M . qui est une variante des fibres de Springer affines ne
dépendant que d’un polynéme caractéristique « au lieu d’un élément de I'algebre de
Lie. Si k est un corps algébriquement clos, 7 et x(a) sont conjugués sous G(F) si bien
que M, et M7 sont isomorphes si 2 = £(7) mais il n’y a pas d’isomorphisme
canonique.

Soit J, = a*/ la restriction du centralisateur régulier /4 la section z : Spec(O) — «.
Par construction du centralisateur régulier, /,(F) est le centralisateur de r(«)
dans G(F), de sorte que J,(F) agit sur P'ensemble M7 (k). Il résulte de
’homomorphisme de schéma en groupes x* / — I que /,(O) agit trivialement sur
M (&), de sorte qu'on a une action de [,(F)//,(O) sur M7 (k). Géométriquement,
on a une action de la grassmannienne affine P; de /, sur la fibre de Springer affine
M. En remplagant g par Pouvert g™ dans la définition de la fibre de Springer
affine, on obtient un ouvert M;® de M; sur lequel P, agit simplement
transitivement.

La définition des fibres de Springer affines se généralise sans difficulté au cas d’un
schéma en groupes lisses définis sur le disque formel. Soit G — D, un schéma en
groupes lisse de type fini sur D, = Spec(O,) ott O, = k[[w,]] dontla fibre générique
est un groupe réductif connexe. Nous avons alors défini la grassmannienne affine Qg
de G. Pour tout v € g(F,), nous définissons la fibre de Springer affine associée a
comme le sous-ind-schéma fermé M7 de Qg dont les £-points sont g € G (F)/
G(O,) tels que ad(g™!) v € g(O,). Dans le cas ot G = G™ est le schéma en groupes
de type iwahorique associé un sous-groupe d’Iwahori de G(F;), Kazhdan et Lusztig
ont démontré que la fibre de Springer affine MW correspondante est
équidimensionelle. De plus, le morphisme M;IW — M est projectif et surjectif; et il
est fini exactement au-dessus de ouvert ./\/l;eg, si bien que le complémentaire de
M8 dans M, est de dimension strictement plus petite que celle de M8 11
s’ensuit que la dimension de M, est égale 4 la dimension de 'ouvert ./\/l;reg. De plus,
nous savons que ouvert M8 est dense dans M, par la comparaison des fibres de
Springer affines aux fibres de Hitchin viz la formule de produit.

La formule de produit

Revenons 2 la situation de la fibration de Hitchin. Au-dessus d’une courbe X
projective lisse sur un corps &, nous avons un schéma en groupes réductifs G — X,
son algebre de Lie g — X et la tordue g; de g par un fibré en droite L. Le quotient au
sens de la théorie des invariants de g par G est noté ¢ qui peut étre tordu par L et
Iespace tordu ¢ est le quotient de g, par G. Supposons que L a une racine carrée, la
section de Kostant ¢ — g induit aussi une section ¢; — g;. L’espace de module M
est le champ algébrique qui classifie les sections de

l[9/G] — X



FORMES AUTOMORPHES 63

et le morphisme de Hitchin envoie une section de [g;/G — X] sur une section
dec; — X

Soit 4 : X — ¢; une section génériquement réguliere semi-simple. Elle envoie le
point générique 7 et X dans Pouvert ¢/’ complémentaire au diviseur discriminant.
On a défini un champ de Picard P, agissant sur la fibre de Hitchin M, du morphisme
de Hitchin au-dessus de 4. En se donnant une racine carrée de L, on a un point de

P
Kostant k(z) € M,,. Le point de Kostant nous permet d’établir un rapport entre la
fibre de Hitchin M, et les fibres de Springer affines MY qui en sont des analogues
locaux. Soit X =a~1(¢/#*) I'ouvert dense de X qui consiste en des points x € X tels
a L q p
que a(x)Ec’”. Le théoreme de recollement formel de Beauville-Laszlo implique

qu’on aun morphisme

[T M, —M,

xeX-X,

. . \ . m, ’ .
qui consiste a recoller les sections D, —*—[g; /G ] avec x € X — X avec la section
de Kostant sur 'ouvert X, en utilisant des isomorphismes entre 7z, et la section de
Kostant sur les disques pointés Dy, fournis par les données inhérentes aux fibres de
Springer affines. Les groupes H e X—Upax et P, agissent sur er ¥ Mﬂx et M,

respectivement de fagon compatible de sorte qu'on a un morphisme.

H M;X XHxGX—U Pa.x ,Pd _>Mﬂ

xeX-U

Proposition : pour toute section « : X —¢; qui envoie le point générique de x dans
Pouvert régulier semi-simple ¢/’ le morphisme ci-dessus est un homéomorphisme

universel.

Le théoréme de recollement formel de Beauville-Laszlo garantit que le morphisme
ci-dessus induit une équivalence de catégorie sur les groupoides des k-points.
Lorsque « est anisotrope, la source et le but du morphisme sont tous les deux des
champs de Deligne-Mumford propres, de sorte que I'équivalence entre des
groupoides des k-points implique que le morphisme est un homéomorphisme
universel. Cela a été démontré par Bouthier et Cesnavicius [5], sous 'hypothese
générale que « : X — ¢; qui envoie le point générique de x dans Pouvert régulier
semi-simple ¢/’

Notons que, comme M et A sont lisses et que les fibres de Hitchin sont toutes de
dimension dim(M) — dim(A), elles sont des intersections complétes locales. II
s’ensuit qu’elles ne peuvent pas avoir de composantes irréductibles de dimension
plus petite que sa dimension. En combinant avec I'inégalité de Kazhdan-Lusztig
pour les fibres de Springer affines et la formule de produit, on conclut que le lieu
régulier aussi bien dans les fibres de Hitchin que dans les fibres de Springer aftines est
dense.
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Comptage de points et préstabilisation

La formule de produit nous permet de compter des fibrés de Higgs de la fagon
esquissée dans la section 1. En effet, la formule de produit reliant une fibre de
Hitchin aux fibres de Springer affines peut aussi formulée comme une équivalence

de groupoides
[M,/P](k)= H[M /P ]( )

xe Xl

Supposons que le corps de base £ est un corps fini. Apres avoir choisi un
isomorphisme L= Oy (D) avec D=) d x, on peut exprimer la masse du

groupoide [ M /P; (k) comme une intégrale orbitale stable

> dg

SO, (1,0y)= 1, (ad(g)1 )

e veg(Fx)/conijW(F)\G(F) £, " 8(0y) dg,
X (7)=a

ol 7, est un uniformisant local de X en x et les mesures de Haar dg et dg, sont
normalisées telles que vol(G(O,), dg) = 1 et vol(/,(Oy), dg,) = 1. On a donc Iégalité

M, /P, )k |_ng\30 (1 . (O)) 50, (150,))

sous ’hypothese que 4 est génériquement régulier semi-simple.

Nous souhaitons avoir une formule pour la masse du groupoide | M ()|, laquelle
est finie sous ’hypothese que 4 est anisotrope. Un comptage a la Weil nous donne la

formule
M, (k)= > ) f 0,y (& 1) dg
écker! (F,G) yegt (F)/coni.
x(v)=a

ot Op les le sous-groupe compact de A associé a un diviseur D tel que Oy (D) = L.
Pour étre utile, cette formule  la Weil doit étre préparée viz la « préstabilisation »
de Langlands [21] et Kottwitz [19]. Cette préstabilisation peut étre reformulée dans
notre langage comme suit. Considérons le morphisme de groupo’l’des

M(k) — [M/P,)(k)

Il n’est pas surjectif en général car pour que la fibre au-dessus de y € [M/P,](k)
soit non vide, il faut et il suffit que la classe cohomologique

inV(_y) € HO(kJ Pa) = 770(7?4)0

soit nulle. En opérant une transformation de Fourier sur le groupe abélien fini 7y(P,),,
on obtient la formule suivante :
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|M0(k)|:|7340(/€)| 2 I 07 (1, g(Ox))

Ko (P,)y —C* xel Xl *

ou la x-intégrale orbitale Of est

OK(Lio )= 3 (inv(y)r 1 g0 (g 170) -2
9(Op, ) 'ng((Fx))/conj.< >fG’7(Fx)\G(Fx) ;% g(0,) dg“/
X(7)=a

La formule de [ M (k)| qui en résulte est la préstabilisation du comptage de points
de la fibre de Hitchin. Elle exprime ce nombre comme une somme finie indexée par
le groupe mo(P,)s, généralement assez petit, d’intégrales sur la classe de conjugaison
stable adélique de «. La stabilisation proprement dite consiste en transformant les
k-intégrales orbitales en intégrales orbitales stables des groupes endoscopiques. C’est
le contenu du lemme fondamental et transfert endoscopique conjecturés par
Langlands [21].

Fibres de Springer affines généralisées

On peut construire des fibres de Springer affines généralisées dans les hypotheses
faites dans la partie sur les « Déformations des fibrés de Higgs » . Supposons qu’on a
en plus une section M // G —[ M /G| du morphisme naturel [s] : [M/G] — M //G.
Pour tout morphisme z : X, — A4 du disque formel X, dans 4= AM//G, on a un
relevement [r(a)] : X, — [A8/G]. La fibre de Springer aftine M consiste alors en
des morphismes X, — [A478/G] au-dessus de 2 muni d’un isomorphisme avec [r(a)]
au-dessus du disque formel X. On peut construire P, comme la grassmannienne
de /, qui est une action de P; sur M. Dans le cas du monoide de Vinberg, Jingren
Chi a montré dans sa theése que P, agit simplement mais pas transitivement sur
Pouvert ./\/l;eg, mais pire encore, M: peut ne pas étre dense dans M. On a
toutefois encore une formule de produit et celle-ci a aidé Jingren Chi a montré que
dim( M) =dim(P;) méme si M, peut avoir des composantes irréductibles dans
lesquelles 'action de dim(P;) se factorise par un quotient de dimension plus petite.

STRATIFICATION DE A RELATIVE AUX STRUCTURES DE P,

Pour tout @ : X — ¢; qui envoie le point générique de X dans ouvert régulier
semi-simple de ¢, le schéma en groupes /, = 2%/ est un schéma en groupes lisses
commutatifs dont la fibre générique est un tore. Nous pouvons alors décrire la
structure du champ de Picard P, des /-torseurs en fonctions de 4, en particulier son
groupe des composantes connexes et la dimension de sa partie affine.
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Description galoisienne du centralisateur régulier

Pour élucider la structure de P, et en donner des descriptions explicites, nous
devons rappeler la description galoisienne du centralisateur régulier du 2 Donagi et
Gaitsgory [9].

Soit t I'algebre de Lie du tore maximal T'et 7" X t le schéma en groupes constant de
fibre T"au-dessus de z. Nous considérons (7 x t) sa restriction 4 la Weil le long du
morphisme fini et plat 7:t— ¢ qui est un schéma en groupes lisses sur ¢ de
dimension relative |77 |dim(7). Il est, de plus, muni d’une action de /7 induite de
Paction diagonale de W sur T X t. Notons /! =7,(7 x £} le sous-schéma en
groupes des points fixes sous I'action de 7. Notons /° le sous-schéma en groupes
ouvert de /! ayant les fibres connexes. D’aprés Donagi et Gaitsgory, on a alors des
homomorphismes de schémas en groupes qui sont des immersions ouvertes

Jo =]

Pour décrire le sous-schéma en groupes ouvert / de /1, il suffit donc d’expliciter les
faisceaux finis /// et J1/J. Comme J est affine et normal, il suffit de le décrire
au-dessus du complémentaire d’un fermé de codimension 2. On peut le faire apres
avoir tiré ces faisceaux sur t. Au-dessus de t, les morphismes /© — J— /! sont des
isomorphismes de tores en dehors de la réunion des hyperplans des racines 4,,. Sur le
point générique de b, J//° est isomorphe a ker(av : G,,, — T") et J!// est isomorphe
aker(av: G,, = T) ot TV est le tore dual de T et " est la coracine associée 2 la
racine «. En particulier, si G est adjoint, on a /=] 0 et si G est semi-simple
simplement connexe, ona /=1

Composantes connexes du champ de Picard P,

Supposons que G est adjoint, dans le cas ot les fibres du centralisateur régulier /
sont connexes. Dans ce cas, le groupe des composantes connexes my(7P,) ne dépend
que de la monodromie de la fibre générique de /,. Pour le décrire, nous fixons un
point géométrique de x EX; =a71(c%) et un point géométrique % de la courbe
camérale X' X, t; au-dessus de X. Nous notons z=(a,%). Notons Y; la
composante irréductible de X, passant par X. Nous considérons le sous-groupe 2
du groupe de Weyl 17 qui stabilise Y. Sous 'hypothese que le centre de G est
connexe, on a un isomorphisme canonique

o (P)=As,

ol A est le groupe des cocaracteres du tore maximal 7. La description de my(P,) est
plus compliquée dans le cas ot le centre de G n’est pas connexe, mais il est néanmoins
toujours un quotient de AE qui admet la description endoscopique suivante : un
point se€T du tore dual complexe de T qui définit un caractére s: A — C*. Ce
caractere se factorise a travers le quotient 7y(7,) si et seulement si z provient d’une
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classe de conjugaison stable d’un groupe endoscopique non ramifié / dont le dual
A
complexe H est le centralisateur connexe de s.

Comme Iinvariant 7y(P,) est semi-continu supérieurement, en imposant
que mo(P,) soit constant sur les strates, on peut définir une stratification de 'ouvert
étale A, de Ades couples 2=(a,&)avec ¥ qui est un point non ramifié de la courbe
camerale au-dessus d’un point x € X fixé. En fait, il est plus agréable de stratifier par
s€T et en demandant que s : A — C* se factorise par mo(P,). On obtient ainsi des
sous-schémas fermés de A qui ne sont autres que les -AH ou H parcourt 'ensemble
des sous-groupes endoscopiques non ramifiés de G, voir [25].

L'invariant 6,

On dit qu’un point géométrique € A est anisotrope si 7y(P,) est fini. Dans ce
cas, P, est un champ de Picard qui est un champ de Deligne-Mumford de type fini.
La composante neutre P2 de P, est alors isomorphe au produit d’un groupe
algébrique commutatif connexe P, et le classifiant du groupe fini Ip qui est le
groupe d’inertie de ’élément neutre. D’apres le théoréme de structure de Chevalley,
P, est 'extension d’une variété abélienne 4, par un groupe affine connexe R, dont
on note 0, la dimension. Par la formule de produit, I'invariant ¢, est égal 4 la somme
des dimensions des groupes de Picard locaux

> dim(P

xeX\U

On a une formule pour 6 . = dim('Pd‘x) due 2 Bezrukavnikov [3]

ou d, =deg, (a*discr) estle degré en x du diviseur discriminant #*discr et ¢, est un

invariant galoisien ¢, =dim(t)—dim(t “«x) ou X, est le groupe de monodromie
x

locale de la restriction ] =/ alx de J, au disque formel pointé en x.

Comme I’invariant 54 est semi-continu supérieurement, nous avons une
stratification 6-constante Agde A. On dit que P — A est 6-régulier si codim(As) > 6
pour tout 6 € IN. Lorsque le corps de base & est de caractéristique zéro, O-régularité
peut étre démontrée par un argument sur les vecteurs tangents [26]. En caractéristique
positive, on peut le démontrer par voie locale en s’appuyant sur un résultat de
Goresky-Kottwitz-MacPherson [11], sous ’hypothese que ¢ soit petit par rapport 4
deg(L), voir [25].

Dualité

Lorsque la section 4 : X — ¢; coupe le diviseur discriminant transversalement
c’est-a-dire d, <1 for tout point x € X, on a §, =0. Il s’ensuit que 6, = 0. Cela
X X
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implique que la partie affine R, de P, est triviale. En fait, il existe un isomorphisme

P.=Brp, x A, x wo(P,) ot 4, est une variété abélienne, Byp est le classifiant du
roupe d’inertie 7 qui est fini.

group 79

Si G et G sont des groupes semi-simples duaux au sens de Langlands, on a un
isomorphisme Ag=.A, bien défini modulo un scalaire. D’aprés Donagi-
Pantev [10] si £#=C et Chen-Zhu [8] en général, on sait que pour z: X — ¢,
transversal au discriminant, les champs de Picard Pf et Pf sont duaux dans le sens
que

PE =Hom(PS, BG,)

Ceci revient a dire que les variétés abéliennes .AG et AG sont duales 'une de I'autre
et que les groupes finis 7y(P,) et [ & sont duaux et vice versa.

Notons qu’on peut utiliser les dCSCI’IptIOHS des falsceaux finis /1// et J/J° pour
réduire au cas G est semi-simple simplement connexe et G est adjoint. Dans ce cas, la
dualité résulte de ce que, dans un certain sens, PG est la partie W-invariante du
champ de Picard des 7-torseurs sur la courbe camerale lisse Xy, et PdG est la partie
W-coinvariante du champ de Picard des T -torseurs sur X etque I’autodualité de la
jacobienne implique que les champs des 7-torseurs et des T- -torseurs sur X, sonten
dualité. En tout cas, la dualité entre les champs des 7-torseurs et T-torseurs sur X
induit un accouplement de Pf et PdG avaleurs dans BG,,. Pour démontrer que c’est
un accouplement parfait, on utilise les faits que Bung est connexe, et qu’un
accouplement entre variétés abéliennes est parfait si et seulement si 'accouplement
induit sur les modules de Tate ’est.

FIBRES DE HIGGS STABLES

D’aprés Narasimhan et Seshadri, les fibrés vectoriels stables de degré 0 sur une
courbe X projective et lisse sur C sont en bijection avec les représentations unitaires
de 71(X). Hitchin a généralisé cette correspondance aux représentations de 71(X) &
valeurs dans GL,(C) qui correspondent aux fibrés de Higgs stables. Les fibrés de
Higgs stables forment un sous-champ du champ des fibrés stables qui est un champ
de Deligne-Mumford dont Iespace sous-jacent supporte la correspondance de
Hitchin.

Chaudouard et Laumon ont montré que le sous-champ des fibrés de Higgs stables
a aussi une signification automorphe. Ils ont montré que les fibrés de Higgs &-stables
forment un champ de Deligne-Mumford qui est propre au-dessus de I'ouvert étale
./le de A Ici, £ € Ag est un nouveau paramétre auxiliaire. Ils ont montré que le
comptage de points sur MEst correspond exactement au cté géométrique de la
formule des traces régularisées d’Arthur et, par conséquent, est indépendant de &.
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Il est commode d’utiliser les polyhedres complémentaires de Behrend pour
formuler le concept de &-stabilité. On considére les G-fibrés de Higgs (E, ¢) € M
d’image 2 € A réguliere semi-simple sur un ouvert non vide X, de X. Soitx € X, un
point géométrique et 9?6)?4 un point de la courbe camérale au-dessus de X. On
note ¥, la normalisation de la composante irréductible de X, contenant #. Notons
que la restriction du fibré de Higgs (E,¢)eM 2 Y, =Y, xy X, détermine un
T-torseur E. qu1 est une réduction de structure de E| v Pour tout sous-groupe de
Borel B contenant T, on en déduit un B-torseur EB y, sur Y’ qui est une réduction de
structure de E |Y Par saturation, on en déduit un B-torseur E B,y, Sur Y, qui est une
réduction de structure de E | y, et qui étend E, ... Pour tout caractere \V: T — G,,,
on en déduit un fibré en droites EL2 par chan ement de groupes de structures
B — T — G,, et obtient donc un entiér deg(ET;,\ ) €Z qui est additif en fonction
de AY. Il existe alors un unique vecteur vz € Ag = A @ R oti A est le groupe des
cocaracteres de 7'tel que

deg(ET A )

Vg, A )= ———
(05 2= deg(Yﬂ/X)

La collection des points vy forme un polyhére complémentaire au sens de
Behrend [2]. En particulier, on a

Conv(vg, TCB)= () (vg+A%H)
wel

ou A%* est le cone obtus associé a la paire de Borel (7; B).

La paire 2= (a,%) détermine aussi un unique sous-groupe de Levi L contenant 7’
d’un sous-groupe parabolique P contenant B tel que 2 provient de 41, € A un point
elliptique dans la base de Hitchin de L. Si G est semi-simple, 2 € A est anisotrope si
et seulement si L = G. Notons A¥ p le sous-espace vectoriel de Ag engendré par les
coracines de L. Chaudouard et Laumon ont introduit le convexe

CL(E, ¢)=Conv(vg, T CB)+A7 .

Etant donné un vecteur auxiliaire £ € Ag, le fibré de Higgs (E, ¢) est dit semi-
stable si £ € CL(E, ¢), et stable si € est dans I'intérieur de CL(E, ¢) (G supposé semi-
simple). En particulier, si « est anisotrope, le fibré de Higgs (E, @) est
automatiquement &-stable pour tout § € Ag.

Pour un vecteur & assez général, ces deux conditions sont équivalentes car le
convexe Conv(vg, 7'C B) est engendré par des points de coordonnées rationnelles.
Chaudouard et Laumon ont démontré que, pour & général comme ci-dessus, le sous-
champ des fibrés de Higgs &-stables forme un sous-champ ouvert qui est un champ
de Deligne Mumford propre au-dessus de .A... Ils ont aussi montré que le comptage
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des fibrés de Higgs &-stables est indépendant de £ et correspond  la formule des
traces régularisées d’Arthur.

THEOREME DE SUPPORT

Lorsque G est un groupe semi-simple, le morphisme de Hitchin b : M — A est
propre au-dessus de "ouvert anisotropique A% de \A. Plus généralement, pour tout
vecteur auxiliaire £ € Ag assez général, le sous-champ ouvert de M des fibrés de
Higgs £-stables est propre au-dessus de son image dans A. Rappelons aussi que le
champ des fibrés de Higgs M est lisse du moment que deg(L) est assez grand. On est
donc essentiellement dans la situation d’'un morphisme f: X —.§ ou X est un
k-schéma lisse et f est un morphisme propre. Comme nous nous intéressons tout
particulicrement aux nombres de points dans les fibres de f, nous souhaitons
comprendre le complexe des faisceaux {-adiques de I'image directe dérivée £ Q.

D’apres le théoréme de pureté de Deligne, /:Qy est un complexe pur. Il s’ensuit
d’apres le théoréme de décomposition de Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber qu’il
est isomorphe au-dessus de § ®,, # 2 une somme directe

£ =P K. [n,]

acl

ot 2 est un ensemble fini, K, est un faisceau pervers simple et 7, € Z. Tout faisceau
pervers simple K est le prolongement intermédiaire d’un systéme local irréductible
défini sur une partie localement fermée irréductible dont nous appelons la
« fermeture de Zariski » le support de K. On a donc un ensemble fini
Supp(f) = Supp(f:Qy) de sous-schémas fermés irréductibles de S ®, k que sont
Z,, = Supp(K,) avec a € 2. Bien entendu, la méme définition vaut pour Supp(K)

pour n’importe quel complexe pur K.

La détermination de I'ensemble Supp(f) est un probléme important tout aussi
bien du point de vue géométrique qu’arithmétique. Supposons qu’on a deux
morphismes propres f1:X; —S et f5: X, — S de sources lisses telles que
Supp( /1) = Supp(f3) est le singleton de S®, k. Supposons aussi qu’il existe un
ouvert dense S” de S tel que les fibres de f7 et /5 ont le méme nombre de point
au-dessus de n’importe quel point s € S; alors c’est aussi vrai pour n’importe quel
point s € S. En effet, ’hypothese sur 'ensemble des supports implique que la classe
d’isomorphisme de £:Qy est completement déterminée par la restriction de £:Qy a
n’importe quel ouvert non vide.

Le probleme de déterminer I'ensemble des supports est essentiellement
completement résolu dans le cas de la fibration de Hitchin. Pour formuler la solution,
il est plus commode d’opérer un changement de base a I'ouvert étale ./le de A
au-dessus duquel le faisceau my(’P) des composantes connexes des fibres de P est un
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quotient du faisceau constant A. Il en résulte une action de A sur les faisceaux pervers
de cohomologie PH/( /' Q) et donc une décomposition en somme directe

PHI(f Q)4 @@Hz F*Qoa)x

ou k parcourt I'ensemble des caracteres d’ordre fini r: A—>Q£ D’apres la
description endoscopique de 7 (P,), le support de (PH!( £ +Q ;)| 4,) est contenu
dans I'image des sous-schémas fermée Ay  de A ou H parcourt Tensemble des
sous-groupes endoscopiques non ramifiés de G tel que H= G° Sous lhypothese
de 6-régularité codim(Ag) > 6, nous démontrons que Supp((PH'( f+Q;)|4),)
constitue exactement de ces .AH  Par les comptages des points dans les ﬁgres
Hitchin et leurs préstabilisations, cela induit que ce théoreme de support implique
le lemme fondamental pour les algebres de Lie [25].

La démonstration de ce théoreme est longue et technique, mais elle repose sur une
observation simple de Goresky et MacPherson qui est la suivante : supposons qu’on
a un morphisme f: X — § propre et plat de dimension relative d de source lisse,
et Z € Supp(f) est le support d’un faisceau pervers simple présent dans la
décomposition de £:Qy, alors on a codim(S) < 4. Dans le contexte de la fibration de
Hitchin, I'inégalité de Goresky et MacPherson pourrait étre améliorée de fagon
significative comme suit : soit Z € Supp( f), 0z la valeur minimale que I'invariant 6
atteint sur Z, alors codim(Z) < 6. Avec ’hypothese de §-régularité codim(Ss) > 6,
cela implique que si Z € Supp(f), alors Z doit étre une composante irréductible
de S qui est de codimension exactement égale 3 6. En utilisant en plus le fait que P,
agit simplement transitivement sur M;eg et que ./\/l;eg est dense dans M, on arrive a
la description compléete des supports: Supp((PH( f*Q,)|; ).) constitue
exactement de ces Ay . !

En général, ce probleme de déterminer Supp(f:Qy) a été presque entierement
résolu dans un travail récent de Migliorini et Shende [23]. Pour un morphisme
propre f: X — S tel que X et S sont lisses, Migliorini et Shende ont introduit une
nouvelle stratification de S qu’ils appellent les « discriminants supérieurs ». Pour
tout 6 € N, on considere le sous-schéma ouvert Us de S des points s € S tel qu'’il
existe un sous-espace V5 C T,S de dimension § tel que pour tout x € f71(s), le
morphisme composé

T.X—T,85—T,5/Vs

est surjectif. Pour ¢ = 0, Uj est 'ouvert maximal de S au-dessus duquel /: X — S est
lisse. On note Sy = Uy et Ss = Vs\Vs_q pour 6 > 0. Sur C, Migliorini et Shende ont
démontré que si Z € Supp(f), alors Z est une composante irréductible de Sy de
codimension 6. Notons que dans le cas de la fibration de Hitchin, les strates de
discriminants supérieurs de Migliorini et Shende sont exactement les strates
b-constantes.
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INTEGRATION NON ARCHIMEDIENNE

Dans un travail récent [12], Groechenig, Wyss et Ziegler ont redémontré le lemme
fondamental sans utiliser le théoreme de support, mais toujours en s’appuyant sur la
géométrie de la fibration de Hitchin. Au lieu du théoréme de décomposition dans la
théorie des faisceaux pervers, ils font appel a des outils en quelques sortes plus
élémentaires, a savoir 'intégration p-adique.

De fagon similaire aux variétés différentiables réelles, on peut associer une mesure
positive |w| & une forme différentielle w de plus haut degré partout non nulle définie
sur une variéeé Franalytique ot 7 est un corps local non archimédien. D’apres Weil,
si X'est un schéma lisse sur 'anneau des entiers O de Fayant une forme différentielle w
de plus haut degré partout non nulle, alors la mesure |w| qui X(O) qui s’en déduit ne
dépend pas du choix de w. Il s’ensuit que pour tout O-schéma lisse, il existe une
mesure canonique fy sur X(0), dite «la mesure de Weil », par recollement des
mesures définies sur des ouverts de Zariski ot il existe des formes différentielles de
plus haut degré partout non nulle. La propriété de base de la mesure de Weil est que,
si ¥ € X (k) est un point de X a valeurs dans le corps résiduel £ de O, alors le volume
de I'ensemble B des points x € X(O) qui se réduisent 2 X est égal 2 =% ot ¢ = ||
et d est la dimension relative de X/ O.

L’outil technique essentiel de I'intégration est le théoréme de Fubini dont voici
une variante. Soit /: X — .S un morphisme plat entre des £-schémas lisses. Pour
tout s € S(O), on peut définir une mesure canonique Jix, pour tout sous-ensemble
compact ouvert U de X(O), on ala formule de Fubini

vol(U, )= [, vOUU N X, (O), i) i

Pour tout k-point 5 € S (£), considérons I'ensemble B des points s € S(O) qui se
réduisent 2 5. On peut alors exprimer le volume vol( £ =1 (B;), pty) de deux fagons.
D’une part, la propriété principale de la mesure de Weil, on a

vol(f~1(B;), py) =g~ 4m(X) | X~ (k)|
D’autre part, on a la formule de Fubini

vol(f 71 (B), ) = [ vol(X,(O), ) ps

si bien que le nombre de points au-dessus de 5 € §(£) peut s’exprimer comme une
intégrale sur la boule B-. Cette formule est essentiellement triviale dans le cas ot la
fibre X5 est lisse, mais donne une nouvelle expression analytique du nombre des
points dans une fibre singuliére.

Méme s’il y a peu d’espoir de calculer le nombre de points dans une fibre singuliere
par l'intégrale de Fubini, cette formule peut étre puissante pour démontrer ’égalité
des nombres de points de deux fibrations. Voici un cas typique. Pour 7 € {1, 2}, soit
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h;: M; — S un morphisme propre muni d’une action d’un schéma en groupes lisse
et commutatif g;: P; — S qui agit simplement transitivement sur un ouvert dense
M ;eg de M. Supposons que les A, et S sont des k-schémas lisses. Alors on a I’égalité
des nombres de points dans la fibre de by et b, au-dessus de n’importe quel point
5 €8(k), du moment que les deux hypothéses suivantes sont satisfaites :

1) il existe une isogénie P; — P, de degré premier a la caractéristique de &,
2) au-desssus d’un ouvert dense S"de S, P; et P, sont des schémas abéliens duaux.

L’existence de I'isogénie nous permet de relier les mesures relatives Hag, , par le biais
d’une forme différentielle invariante. La comparaison de I'intégrant s ¢tablit par la
théorie des modeles de Néron dont le nombre des composantes connexes de la fibre
spéciale est contraint par une dualité due a4 Grothendieck pour des variétés abéliennes
duales.

Il est bien entendu tentant d’appliquer la comparaison 2 la Fubini aux fibrations de
Hitchin pour deux groupes semi-simples duaux au sens de Langlands, car on sait que
leurs fibres génériques sont canoniquement duales. Néanmoins, I'application de la
comparaison 2 la Fubini 4 la fibration de Hitchin n’est pas immédiate car le champ
des fibrés de Higgs stables M ne sont pas des schémas, mais des champs de Deligne-
Mumford. La théorie d’intégration essentiellement de nature ensembliste n’est pas
adaptée au champs. On peut les appliquer toutefois a 'espace algébrique sous-jacent
aux champs de Deligne-Mumford M dont I'existence est établie par Keel et Mori.
Mais I'espace algébrique sous-jacent n’est pas lisse, si bien qu’une nouvelle difficulté
apparait quand on veut relier 'intégrale de Fubini au nombre de points. Groechenig,
Wyss et Ziegler ont montré que I'intégrale de Funibi sur A1 s’exprime en nombre de
points sur le champ d’inertie ZM associé 4 M. Dans le cas des fibrations de Hitchin,
le comptage de points sur le champ d’inertie fait intervenir des fibrations de Hitchin
des sous-groupes de G appelés « coendoscopiques ». On obtient ainsi de la
comparaison 2 la Fubini une égalité entre des combinaisons linéaires des nombres de
points des fibres de Hitchin des groupes coendoscopiques de G et G. En variant tous
les parametres disponibles dans cette égalité, Groechenig, Wyss et Ziegler obtiennent
une nouvelle démonstration du lemme fondamental.
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