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ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ET APPLICATIONS

Pierre-Louis Lions

Membre de l’Institut (Académie des sciences)  
et de l’Académie des technologies, 

professeur au Collège de France

La série de cours « Premières valeurs et fonctions propres » est disponible en audio 
et en vidéo sur le site internet du Collège de France (https://www.college-de-
france.fr/fr/agenda/cours/premieres-valeurs-et-fonctions-propres).

ENSEIGNEMENT

COURS – PREMIÈRES VALEURS ET FONCTIONS PROPRES

Le cours a eu lieu du 6 novembre 2020 au 22 janvier 2021.

Introduction
Le cours de cette année a porté sur la première valeur propre et la première fonction 

propre d’opérateurs elliptiques du second ordre, éventuellement dégénérés ou 
intégro-différentiels. Ce sujet classique trouve notamment son origine dans le célèbre 
théorème de Krein-rutman et a connu d’innombrables développements. malgré 
cela, de nombreuses situations ne pouvaient être étudiées avec les outils existant à 
cause, par exemple, du manque de compacité pour des problèmes posés dans l’espace 
entier. Or les nombreuses applications de cette thématique classique (modèles 
mathématiques en physique, mécanique, biologie, économie...) exigent souvent de 
traiter des opérateurs définis sur l’espace entier.

https://www.college-de-france.fr/fr/agenda/cours/premieres-valeurs-et-fonctions-propres
https://www.college-de-france.fr/fr/agenda/cours/premieres-valeurs-et-fonctions-propres
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L’objet du cours était donc de combler ce vide en proposant une approche générale 
et flexible couvrant aussi bien les situations « classiques » en toute généralité et les 
problèmes ouverts jusqu’alors.

Approche abstraite (1)
On considère un espace de banach X dont la norme est notée |x| pour x ∈ X. On 

suppose qu’il existe un cône convexe fermé K de sommet 0 dans X. Et on note x ≥ 0 
si x ∈ K, x > 0 si x ∈ K0 (intérieur de  K), x ≥ y (resp.  x ≤ y) si x − y ∈ K (resp. 
y − x ∈ K). On vérifie aisément que si K0 est non vide, alors

 y ∈ K, x ∈ K0, y ≥ x ⇒ y ∈ K0 (1)

 x ∈ K − {0}, y ∈ K0 ⇒ ∃ C ≥ 0, x ≤ Cy (2)

On considère une application T de K dans K supposée continue, positivement 
homogène et préservant « l’ordre » i.e.

 K ∈ x ≤ y ⇒ Tx ≤ Ty (3)

L’objectif de ce qui suit est de donner des conditions sur T pour qu’il existe une 
unique constante m1 > 0 telle qu’il existe h1 ∈ K − {0} vérifiant

 h1 = m1Th1 (4)

et que, de plus, h1 soit unique à une constante multiplicative près.

La première situation abordée dans le cours est le cas où K0 ≠ f et où on suppose 
que T envoie K − {0} dans K0. On introduit

 m1 = sup(m >  0/∃ y ∈ K − {0}, y ≥ mTy + T x ) (5)

où x  est fixé dans K − {0}. nous faisons l’hypothèse que T  est compact ou que 
T vérifie la propriété suivante pour m ∈]0, m1[

 si xn ↑n, xn+1 = mTxn + T x , xn ≤ y, alors xn converge (6)

On démontre alors que
i) ∀m ∈]0, m1[, ∃!xm solution de xm = mTxm + T x
ii) m1 < ∞ et m1 est indépendant du choix de x

iii) m1 = inf (m ≥ 0/∃ z ∈ K − {0}, z ≤ mTz)

iv) l’équation x = m1Tx + T x  n’a pas de solution.
On note alors Cm > 0 la plus petite constante C telle que xm ≤ C T x . Et on vérifie 

que Cm → +∞ si m → l1. On pose alors ζµ
µ

µ

=
x

C
 de sorte que zm ≤ T x , 

zm = mTzm + 1
Cµ

 T w et 
1

Cµ
 T x  → 0 si m → l1. Alors, en supposant que T vérifie la 

propriété suivante
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on démontre que

i) zm → h1 si m → l1, h1 ∈ K0, h1 = m1Th1

ii) m1 est l’unique m > 0 tel qu’il existe h ∈ K − {0}, h = mTh
iii) si h ∈ K − {0}, h = m1Th alors h = Ch1 pour une constante C > 0.
On peut également obtenir ces conclusions en supposant que T est compacte à la 

place de la condition (7).
La deuxième situation abordée dans le cours est celle où l’on ne suppose plus que 

K0 ≠ f (ni que T est compacte). On suppose alors qu’il existe y ∈ K − {0} tel que 
Ty ≥ vy pour une constante positive v > 0. En travaillant comme précédemment 
dans le cône K1{x ∈ K/∃ C ≥ 0, x ≤ Cy}, on obtient l’existence d’une solution de (4) 
sous les mêmes hypothèses (6) et (7) (adaptées à K1). En revanche, l’unicité n’est pas 
établie sans hypothèse supplémentaire.

Remarques : 
i) nous avons étudié dans le cours, dans le cas particulier où T  est linéaire, 

l’existence et l’unicité d’un « premier vecteur propre » et d’une « première valeur 
propre » pour l’opérateur dual T sur le cône dual K∗ = {j ∈ X∗/〈j, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ K}.

ii) Cette approche abstraite illustre le fait que l’on peut déterminer, en général, 
une valeur potentielle pour µ1 et que l’existence découle de l’étude des « presque 
premiers vecteurs propres » [voir (7)].

iii) À titre d’illustration, nous avons démontré dans le cours l’existence et l’unicité 
(à une constante multiplicative positive près) de : Aj1 = l1j1 dans Ω,j1 ∈  H

0

2(Ω), 
j1 > 0 p.p. dans Ω où Ω est un ouvert borné régulière de Rd(d ≥ 1), et l’opérateur H 
est donné par

 A = − ∂iaij∂j − bi∂i + ∂i(bi.) + c (8)

avec aij, bi, bi, c ∈ L∞(Ω), (aij) ≥ dId  p.p. sur Ω(d > 0). Alors l1 > infess  c, 
j1 ∈ C(Ω). Le même résultat a été obtenu pour

 A = − aij∂ij − bi∂i + c (9)

avec aij ∈ C(Ω), bi, c ∈ L∞, (aij) ≥ dId sur Ω (d > 0).

On cherche alors j1 dans C(Ω) et les résultats de régularité elliptique assurent bien 
sûr que j1 ∈ W 2, p(Ω)(∀p < ∞). il est à noter que ce cas peut s’obtenir, dans ce cas, 
directement à partir du théorème de Krein-Rutman contrairement à la situation 
précédente.
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Opérateurs dans l’espace entier (2)
Après avoir rappelé quelques résultats et méthodes connues, à savoir l’approche 

variationnelle dans le cas où l’opérateur est auto-adjoint, des approximations 
(notamment par troncature de l’espace), ou l’ergodicité et les mesures invariantes, 
nous avons présenté et demandé dans le cours une série complète de résultats 
montrant comment tous les résultats connus peuvent être unifiés et généralisés. 
Ainsi, par exemple, pour l’opérateur (8) et les équations (où 1 < p < ∞ est fixé)

 Aj1 = l1 j1 dans Rd, j1 > 0 dans Rd, j1 ∈ L p ∩ C0 (10)

et

 A∗y1 = λ1y1 dans Rd, y1 > 0 dans dans Rd, y1 ∈ L p’ ∩ C0 (11)

où A∗ = − ∂i (aji∂j) + ∂i(bi.) − bi∂i, p’ = p/(p−0).

Il est à noter que le cas p = 1, p’ = + ∞ a aussi été considéré dans le cours. Comme 
expliqué précédemment, il suffit de considérer des « presque fonctions propres » jn 
vérifiant :  jn [=1,

 Ajn = lnjn + en dans Rd, jn > 0 (12)

avec en n
→0 dans L p. Alors, l’existence de (j1, y1) découle d’une analyse aisée 

obtenue en observant que, par contradiction, l’on peut supposer que jn converge 
faiblement dans L p vers 0 et donc fortement dans Lp

Loc
 (grâce à l’ellipticité de A). On 

multiplie  10) par (jn) p−1 et on obtient facilement la contradiction désirée en 
supposant, par exemple, que

 λ γ γ1
| |

1
0
2 2 2< {

1 1

1
| | }

x

c
p p

C
→∞

+ −
−

lim infess div  (13)

où γ γ γ β ε ε
ε

1 2
0

| | 1

1/2( 1) , ( ) ( ( ) )+ = = − − =
=

−b p C x a xij i jmax

sous cette hypothèse (mais ce n’est pas la seule…), l’existence de (j1, y1) solution 
de (9)-(10) est alors assurée. L’unicité à une constante multiplicative près de j1 (et de 
Ψ1) s’obtient alors grâce à une méthode introduite par L. Tartar (reposant sur la 
convexité de l’équation obtenue par la transformation de Cole-Hopf u = log j) en 
introduisant j = (j1j2)½  où j1, j2 sont deux solutions.

Remarque : 
Nous avons également appliqué dans le cours notre approche à des opérateurs 

intégro-différentiels comme, par exemple, l’opérateur dans R.

A
dw

dx
u a u u k= ( )2− + + − ∗l

où a > 0, k est une mesure de probabilité sur R (on peut en fait étudier de la même 

manière des opérateurs plus généraux que k ∗ u…). On suppose sans restreindre la 
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généralité que 0∈ =∑Supp k . Alors, l’existence et l’unicité de (l1, j1, y1) (avec 

j1, Ψ1 ∈ C∞(R) ∩ L2…) s’obtient de manière analogue à ce que nous avons indiqué 
plus haut, la stricte positivité et l’unicité nécessitant que U

N
N
Σ =R  où 

ΣN = Σ + … + Σ (N fois).

SÉMINAIRE

Le séminaire « mathématiques appliquées » n’a pas eu lieu.

RECHERCHE

MISSIONS, INVITATIONS, CONFÉRENCES

 – Exposé « maths et développement durable », ACD (Collège de France), le 
21 septembre 2020 ;

 – Exposé au colloque inaugural de l’institut nsF à Chicago, UsA (visioconférence), 
le 7 octobre 2020 ;

 – Conférence pour le « 20e  anniversaire du Cmm » à santiago, Chili 
(visioconférence), le 4 novembre 2020 ;

 – Exposé « Finance verte », fondation du Collège de France, le 14 décembre 2020 ;
 – Table-ronde sur « régulations et FDD » (visioconférence), le 31 mars 2021 ;
 – Exposé « Animaths » (visioconférence), le 28 mai 2021.
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